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Feuille de TD 6
Espaces Euclidiens

Exercice 1 :

1. Montrer que l’application Φ : R2 ˆ R2 Ñ R définie par

Φppx1, x2q; py1, y2qq “ 2x1y1 ` 2x2y2 ` x1y2 ` y1x2

est un produit scalaire définissant une structure euclidienne de R2.
2. Montrer que l’application Ψ : R3 ˆ R3 Ñ R définie par

Ψ
`

px1, x2, x3q; py1, y2, y3q
˘

“ 2x1y1`2x2y2`2x3y3`x1y2`y1x2`x2y3`x3y2`x3y1`x1y3

est un produit scalaire définissant une structure euclidienne de R3.

Exercice 2 :
Soit φ : R3 ˆ R3 Ñ R l’application définie par

φpx, yq “ 2px1 ` x2 ` x3qpy1 ` y2 ` y3q ` 3px2 ` x3qpy2 ` y3q ` x3y3,

où x “ px1, x2, x3q et y “ py1, y2, y3q.
1. Montrer que φ est une forme bilinéaire symétrique.
2. Déterminer la matrice à laquelle elle est associée.
3. Montrer que φ est un produit scalaire sur R3.

Exercice 3 :
Soient a, b, c des paramètres réels et φ : R3 ˆ R3 Ñ R l’application définie par

φpx, yq “ apx1y2 ` x2y1q ` bpx2y3 ` x3y2q ` cpx3y1 ` x1y3q,

où x “ px1, x2, x3q et y “ py1, y2, y3q.
1. Montrer que φ est une forme bilinéaire symétrique.
2. Déterminer la matrice à laquelle elle est associée.
3. Montrer que φ n’est jamais un produit scalaire quelque soit le choix des paramètres réels

a, b et c.

Exercice 4 :
Les formes bilinéaires sur R3 définies pour tous vecteurs x “ px1, x2, x3q et y “ py1, y2, y3q,
comme ci-dessous, sont-elles des produits scalaires sur R3 :

1. φ1px, yq “ x1y1 ` x2y2 ` 2x3y3 ` x2y1 ` 2x1y2 ` x2y3 ` y2x3.
2. φ2px, yq “ x1y2 ` x2y1 ` x2y3 ` x3y2 ` 3x1y3 ` 3x3y1.

3. φ3px, yq “ x1y1 ` x2y2 ` x3y3 ` x2y1 ` x1y2 ` x2y3 ` y2x3 ` x3y1 ` x1y3.
4. φ4px, yq “ x1y1 ` x2y2 ` x3y3 ´ x2y3 ´ x3y2 ` x1y3 ` y1x3.

5. φ5px, yq “ x1y1 ` 13x2y2 ` 6x3y3 ´ 2x2y1 ´ 2x1y2 ´ x2y3 ´ y2x3 ´ x3y1 ´ x1y3.
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On précisera à chaque fois la matrice associée à φk.

Exercice 5 :
Lorsque a P R, on note φa : R3 ˆ R3 Ñ R l’application définie par

φpx, yq “ x1y1 ` x2y2 ` pa ` 12qx3y3 ´ 3x1y3 ´ 3y1x3 ` 2x2y3 ` 2x3y2,

où x “ px1, x2, x3q et y “ py1, y2, y3q.
Déterminer l’ensemble des réels a pour lesquels φa est un produit scalaire.

Exercice 6 :
Soit l’application Φ : Rn ˆ Rn Ñ R définie par

ΦpX;Y q “
ÿ

1ďiăjďn

pxi ´ xjqpyi ´ yjq,

où X “ px1, . . . , xnq et Y “ py1, . . . , ynq.
1. Φ définit-elle un produit scalaire sur Rn?

2. Soit E le sous-espace vectoriel

E “ tX P Rn |x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 0u.

La restriction de Φ à E est-elle un produit scalaire ?

Exercice 7 :
1. Soient x1, x2, . . . , xn, n nombres réels Montrer l’inégalité

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

xi

ˇ

ˇ

ˇ
ď

?
n

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

x2
i .

Pour quelle valeur des xi a-t-on égalité ?
2. Montrer que pour toute fonction continue sur r´1, 1s, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1

fpxq dx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

?
2

d

ż 1

´1

fpxq2 dx

Dans quel cas a-t-on l’égalité ?

Exercice 8 :
Soit E l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à n.

1. On définit l’application Φ : E ˆ E Ñ R par

ΦpP,Qq “

ż `8

0

P ptqQptqe´t dt.

Montrer que l’application Φ définit un produit scalaire sur E.
2. Calculer une base orthonormée du sous-espace vectoriel engendré par 1, X et X2.

Exercice 9 :
L’espace R3 est muni de la structure euclidienne canonique. Soit F le sous-espace vectoriel
engendré par v1 “ p1, 0, 3q et v2 “ p0, 2, 5q.
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1. Construire une base orthonormée de F . Quel est l’orthogonal FK de F ?
2. Donner la matrice de la projection orthogonale sur F et de la symétrie orthogonale par

rapport à F dans la base canonique de R3.
3. Mêmes questions lorsque F est défini par l’équation 2x ` 3y ´ 4z “ 0.

Exercice 10 :
On considère l’espace vectoriel R4 muni de la structure euclidienne canonique et le sous-espace
vectoriel F de R4 défini par le système d’équations

"

x ` y ` z ` t “ 0
x ` y ´ z ´ t “ 0

1. Donner une base orthonormée de F et une base orthonormée de FK, l’orthogonal de F .
2. Donner la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique de R4.

Exercice 11 :
On considère trois vecteurs de R3 :

e1 “ p1, 0, 0q, u “ p
1

?
2
,
1

2
,
1

2
q, v “ p

1
?
2
,´

1

2
,´

1

2
q.

1. Donner les normes de u et v et leur produit scalaire.
2. Trouver la matrice, dans la base canonique, du projecteur orthogonal, noté p, sur le plan

vectoriel P engendré par u et v.
3. Trouver un vecteur w tel que pu, v, wq soit une base orthonormée de R3 et en déduire une

équation du plan P .
4. Soit u1 “ p1, 0, 1q. Calculer l’angle entre u1 et ppu1q.

Exercice 12 :
Soit F le sous-espace vectoriel de R3 défini par l’équation x ´ y ` z “ 0.

1. Chercher une base orthonormée de FK.
2. Soit p1 et p2 les projecteurs orthogonaux sur FK et F . Calculer p1pvq ` p2pvq pour tout

v P R3. En déduire la matrice de p1 et la matrice de p2 dans la base canonique de R3.
3. Soit u “ p1, 1, 1q P R3. Calculer d1 “ distpu, F q et d2 “ distpu, FKq et vérifier la relation

d21 ` d22 “ }u}2.

Exercice 13 :
Soit E l’espace des polynômes à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à 2. On munit E du
produit scalaire

ΦpP,Qq “

ż 1

´1

P ptqQptq dt.

1. Construire à partir de la base canonique p1, X,X2q de E une base orthonormée pP1, P2, P3q.
En déduire l’orthogonal du sous-espace F engendré par 1, X.

2. Calculer la projection orthogonale du polynôme QpXq “ 1 ` X ` X2 sur le sous-espace
vectoriel F .

3. Calculer
min

a,b,cPR

ż 1

´1

´

sinpxq ´ a ´ bx ´ cx2
¯2

dx.
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Exercice 14 :
On considère l’espace euclidien R4 muni du produit scalaire canonique. Soit F le sous-espace
vectoriel défini par le système d’équations

"

x ` 2y ´ z `
?
2t “ 0

x ´ 3z “ 0

1. Déterminer FK.
2. Donner une base orthonormée de F et une base orthonormée de FK.
3. Calculer la projection orthogonale du vecteur V “ p1, 1, 1, 1q sur F .
4. Calculer la distance de V à F et la distance de V à FK.

Exercice 15 :
On considère l’espace euclidien R4 muni du produit scalaire canonique.

1. Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F de R4 engendré par les
vecteurs

V1 “ p1, 0, 1, 0q, V2 “ p0, 1,´1, 0q, V3 “ p0, 2, 3, 1q,

puis compléter cette base en une base orthonormée de R4.
2. Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique.

Exercice 16 :
Dans l’espace vectoriel R3 muni du produit scalaire canonique, on considère le plan vectoriel P
engendré par les vecteurs

v1 “ p1, 0,´1q, v2 “ p2,´1, 0q.

1. Donner une équation de P . Quel est l’orthogonal de P ?
2. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la base tv1, v2u, trouver

une base orthonormée tw1, w2u de P . La compléter en une base orthonormée tw1, w2, w3u

de R3 telle que la première composante de w3 soit positive.
3. Écrire les matrices dans la base tw1, w2, w3u de :

(a) la projection orthogonale p sur P ,
(b) la symétrie orthogonale s par rapport à P .

4. Ecrire les matrices de p et de s dans la base canonique.
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