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Feuille de TD 2
Intégrales impropres

Exercice 1 :
Etudier la nature des intégrales suivantes et déterminer leur valeur si elles convergent :

ż 1

0

dt
?
1 ´ t

;

ż `8

1

dt

p1 ` tqt2
;

ż `8

0

e´
?
tdt;

ż `8

0

dt

p1 ` t3q2
;

ż `8

´8

dt

1 ` t2

ż `8

0

e´t dt;

ż `8

0

tanh t dt;

ż 1

0

lnx dx;

ż π
2

0

tanx dx;

ż `8

0

cos t dt

Exercice 2 :
Étudier la convergence des intégrales :

ż 1

0

dt
?
1 ´ t4

;

ż `8

0

e´t

?
t
dt;

ż 1

0

log x

1 ´ x
dx;

ż `8

0

log x
3
a

px2 ´ x ´ 2q2
dx.

Exercice 3 :
Etudier suivant les valeurs des réels α, β P R la convergence de l’intégrale :

Iα,β “

ż `8

0

dt

tαp1 ` tβq
¨

Représenter graphiquement l’ensemble C “ tpα, βq P R2, Iα,β convergeu.

Exercice 4 :
Calculer à l’aide d’un changement de variable les intégrales suivantes :

I1 “

ż 1

0

t3
?
1 ´ t2

dt; I2 “

ż π
2

0

cos t logptan tqdt; I3 “

ż b

a

dt
a

pt ´ aqpb ´ tq
, où a ă b

Exercice 5 :
Etudier la nature des intégrales :

ż `1

´1

dt

t2
;

ż `8

0

arcsinp
sin t

t
qdt;

ż `8

0

cospetqdt;

ż `8

1

sin t

tα
dt, α ą 0;

ż `8

0

px ` 1 ´
a

x2 ` 2x ` 2qdx;

ż π{2

0

dt

sin t
;

ż 1

0

sin t log t dt;

ż `8

1

arctan
1

t
dt;

ż `8

2
π

logpcos
1

t
qdt;

ż 1

0

dt

t2 ´
?
t
;

ż `8

0

px7 ´ 7x4 ` 16x3 ´ 5x ` 2qe´xdx;

ż 1

0

x
?
1 ´ x4

dx;

Exercice 6 :
Déterminer pour quelles valeurs du paramètre réel a P R les intégrales suivantes sont conver-
gentes.

I1 “

ż `8

0

e´t

t ` a
dt; I2 “

ż 1

0

1 ´ e´x ` a sinx

x2
dx; I3 “

ż `8

0

5dx

x3 ´ ax2 ` x ´ a
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Exercice 7 :
Soit α ą 0 et soit f : r0,`8rÑ R la fonction définie par :

fpxq “
x

1 ` xα sin2 x
.

1. Montrer que f est de classe C8, strictement positive puis que f n’est pas bornée.
2. Montrer que pour tout entier k P N˚ nous avons :

πp´π{2 ` kπq
a

1 ` pπ{2 ` kπqα
ď

ż π
2 `kπ

´ π
2 `kπ

x

1 ` xα sin2 x
dx ď

πpπ{2 ` kπq
a

1 ` p´π{2 ` kπqα

En déduire que si k P N˚ est assez grand nous avons :

π2´α{2

2
¨

1

kα{2´1
ě

ż π
2 `kπ

´ π
2 `kπ

x

1 ` xα sin2 x
dx ě 3

π2´α{2

2
¨

1

kα{2´1

3. On considère la suite punq, n P N˚, définie par :

un “

n
ÿ

k“1

ż π
2 `kπ

´ π
2 `kπ

x

1 ` xα sin2 x
dx

Montrer que la suite punq, n P N˚, est convergente si et seulement si nous avons α ą 4.
4. En déduire que l’intégrale impropre

I “

ż `8

0

x

1 ` xα sin2 x
dx

est convergente si et seulement si α ą 4.

Exercice 8 :
1. Montrer que la suite punq suivante est divergente :

un “

n
ÿ

k“2

1

k log k
, n P N, n ě 2.

2. Montrer que pour tout entier k ě 4 nous avons :
ż kπ

pk´1qπ

sin2 tdt

t log t
ě

1

4
¨

1

k log k
¨

3. En déduire que l’intégrale généralisée I suivante est divergente :

I “

ż `8

2

sin2 tdt

t log t

Exercice 9 :
Donner un exemple (sous forme de dessin) de fonction continue positive telle que

ż `8

0

fpxqdx

existe mais qu’on n’ait pas limxÑ`8 fpxq “ 0
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