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Espaces Euclidiens

Exercice 1 :
Montrer que l’application pA,Bq ÞÑ trptABq de M2pRq ˆM2pRq à valeurs dans R est un pro-
duit scalaire. Calculer l’orthogonal de l’ensemble des matrices diagonales puis celui des matrices
symétriques.

Exercice 2 :
Dans R3 muni de son produit scalaire canonique, déterminer la projection orthogonale sur le
plan d’équation x` y` z “ 0 de p1, 0, 0q, et plus généralement d’un vecteur px, y, zq quelconque.
Donner la matrice de cette projection ainsi que celle de la symétrie orthogonale par rapport à ce
plan.

Exercice 3 :
Dans un espace euclidien de dimension n, on considère un sous-espace F de dimension r et
pf1, . . . , frq une base orthonormée de cet espace. On note pF la projection orthogonale sur F ,
c’est à dire la projection sur F associée à la décomposition E “ F ‘ FK.
Montrer que :

@v P F, pF pvq “ă v, f1 ą f1` ă v, f2 ą f2 ` ¨ ¨ ¨` ă v, fr ą fr.

Exercice 4 :
Dans R3 muni du produit scalaire euclidien canonique, donner la matrice de la projection ortho-
gonale sur le plan d’équation x` 2y´ 3z “ 0. Donner la matrice de la symétrie orthogonale par
rapport à ce même plan.

Exercice 5 :
Quelle est la transformation de R3 dont la matrice dans la base canonique est

1

7

¨

˝

´2 6 ´3
6 3 2
´3 2 6

˛

‚?

Exercice 6 :
Déterminer la matrice dans la base canonique de R4 de la projection orthogonale sur Vectpv1, v2q
où v1 “ p1,´1, 0, 0q et v2 “ p0, 1, 0, 1q.

Exercice 7 :
Déterminer inf

pa,bqPR2

ż 1

0

´

ex ´ pax` bq
¯2

dx.

Exercice 8 :
Soit F le sous-espace de R5 engendré par u “ p1, 2, 3,´1, 2q et v “ p2, 4, 7, 2,´1q. Trouver une
base de l’orthogonal FK de F .

Exercice 9 :
1. Soit A “

¨

˝

2 1 1
1 1 1
1 1 2

˛

‚. Montrer que A définit un produit scalaire ϕ sur R3. Construire

une base orthonormale pour ϕ.
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2. Considérons la base pu1, u2, u3q de l’espace euclidien R3, où

u1 “ p1, 1, 1q, u2 “ p0, 1, 1q, u3 “ p0, 0, 1q.

Utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour transformer tviu en une
base orthonormale.

Exercice 10 :
Soient E “ RnrXs, In “

1
?
2π

ż `8

´8

tne
´t2

2 dt.

1. Montrer que l’intégrale In est convergente. Que vaut I2p`1?

Soit ϕ : E ˆ E Ñ R définie par ϕpP,Qq “
1
?
2π

ż `8

´8

P ptqQptqe
´t2

2 dt.

2. Montrer que ϕ est un produit scalaire.
3. On suppose n “ 2. Écrire la matrice associée à ϕ dans la base p1, X,X2q. Construire

une base orthonormale pP0, P1, P2q par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
appliqué à p1, X,X2q.

Exercice 11 :
R3 est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien. Vérifier que les vecteurs u1 “
p1, 0, 1q, u2 “ p1, 0, 2q et u3 “ p1, 1, 1q forment une base de R3 et en déterminer l’orthonormalisée
de Gram-Schmidt.

Exercice 12 :
R4 est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien. Soient u1 “ p1, 0, 1, 0q, u2 “
p1,´1, 1,´1q et F “ Vectpu1, u2q.

1. Déterminer une base orthonormale de F .
2. Déterminer la matrice dans la base canonique de R4 du projecteur orthogonal sur F .
3. Déterminer la distance du vecteur p1, 1, 1, 1q au sous-espace vectoriel F .
4. Déterminer la matrice dans la base canonique de R4 de la symétrie orthogonale par rapport

à F .

Exercice 13 :
On munit le R-espace vectoriel R2rXs du produit scalaire φ défini sur R2rXs ˆ R2rXs par

φpP,Qq “

ż 1

´1

P ptqQptq dt.

1. Déterminer l’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de R2rXs.
2. Déterminer la distance du polynôme P “ X2`X`1 au sous-espace vectoriel F de R2rXs

formé des polynômes f tels que f 1p0q “ 0.

Exercice 14 :
Soit f : R3 ˆ R3 Ñ R définie de la manière suivante : si u “ px, y, zq et u1 “ px1, y1, z1q alors

fpu, u1q “ 2xx1 ` yy1 ` 2zz1 ` xy1 ` yx1 ` xz1 ` zx1 ` yz1 ` zy1.

1. Montrer que f est un produit scalaire sur R3.
2. Soit P le sous-espace vectoriel de R3 d’équation cartésienne 2x´ y ` z “ 0.
(a) Déterminer l’orthogonal du sous-espace vectoriel P .
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(b) Déterminer un sous-espace vectoriel de R3 dont l’orthogonal est P .
3. Déterminer l’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de R3 pour f.

Exercice 15 :
Orthonormaliser dans R3 la famille u1 “ p1,´2,´2q, u2 “ p´1, 0,´1q et u3 “ p5,´3, 7q.

Exercice 16 :
A deux polynômes P et Q de RnrXs, on associe le nombre

φpP,Qq “

ż 1

0

P 1ptqQ1ptq dt` P p0qQp0q.

1. Montrer que φ est un produit scalaire sur RnrXs.
2. Lorsque n “ 2, donner une base orthonormée pour ce produit scalaire.
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